






























































































































































































































































































　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　　　 　　　　　　　　　　　　　2
（at－83）2　　8（ζ9＋83’）
　　　　　　　　　　　　　　　　　4
「942＝　（xl－x2）2＝（xl十x2）2－4Xlx2
4
al－4（a2一ζ1）
∈N，
一（－a’＋ ）2－・（ζ，一 ζト4α、
2 2
（。一。1一4（a、一ζi））・－8（ζ、－Vle7＝zat）
）
」
94－Xl－X2｝
　　　　　　　　　　　　－aL十
これとx1十x2＝
2
ai2－4（a2一ζ聖）
　　　　　　　　　　により
　　2
43
一al十　　ai2－4（a2一ζL）±　　（al－　al2－4（a2一ζ））2－8（ζ1一　ζ3－4a、）
Xl，X2一 4
li）8、’＝x3－x、とするとき8、’∈K，　g、’¢N，．
　　「（12）（34）　g4’＝　－g4’」
　　　　　　　　　　　　　　（al十　at2－4（a2一ζ，））2
　8、’2∈N，，実際8、t2＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　4　　　　　　　　　　　4
　　　　　　　　　　　－（al＋9・）2－8（ζ「93t）∈N，
　　　　　　　　　　　　　　4　　　　　　4
「84’2＝　（xゴーx4）2＝（x3十x4）2－4x3　x4
　　　　　　　　－（一　α3ぎ4（a2－Ci））2－・（ζ一誓＋4a4
8（ζ一〉鷹）
」
）
　，　　　　　　　　　　　（al十　ai2－4（α2一ζ））2－8（ζ，一　ζ3十4a4）
94　＝X3－X4＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　2
これとX3十X4＝
一al十　　aL2－4（a2一ζ1）
　　　　　　により
2
一α1一　α塵2－4（a2一ζi）±　　（al十　aI2－4（α2一ζ巳））2－8（ζs一　ζ3十4a、）
X3，X4ニ 4
7。注意　g13と9iとをともに不変に保つ回転の数は24÷3＝8．これは1の類の組み
合わせではできない．よって最初に立方根をとることはできない．
IV．正二十面体群
　　＊正二十面体を自分自身に重ね合わせる回転の全体の作る群を正二十面体群という．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　内接する正十二面体　　　　　　　正二十面体の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　の対角線（10本）　　　　　　　　交差線（15本）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
正二十面体とそれに内接する
正十二面体
5／長Htレ側
　　　！°1！i・
　　1，8°～、
　　　　　　直交軸1
「辺の中点どうしを結ぶ15本の交差線
のうち，互いに直交する3本」（5組）
（木村p．207の図参照）
・… 宦c‘
　・1°、’
冨．
●■．
　　1
正二十面体の
対角線（6本）
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1．正二十面体群の回転の軸による分類
①正二＋面体の6本の対角線を軸とする角箏芋・警警の回転
　　（4×6ニ24個）
　　　「正十二面体の直交軸を1，2，3，4，5とすると
　　　（12345），（13524），（14253），（15432）、　（13254），（12435），（15342），（14523）
　　　（13542），（15234），（14325），（12453）、　（15324），（13452），（12543），（14235）
　　　（15243），（12354），（14532），（13425）、　（14352），（13245），（15423），（12534）」
②15本の交差線を軸とする角πの回転（15個）
　　　「（23）（45），　（24）（35），　（25）（34），　（13）（45），　（14）（35），　（15）（34）
　　　（12）（45），　（14）（25），　（15）（24），　（12）（35），　（13）（25），　（15）（23）
　　　（12）（34），　（13）（24），　（14）（23）」
③正＋二面体の1・本の対鱒を軸とする角与誓の回車云
　　（2×10＝20個）
　　　「（123），（132）、　（142），（124）、　（125），（152）、　（143），（134）、　（153），（135）
　　　（154），（145）、　（234），（243）、　（253），（235）、　（254），（245）、　（354），（345）」
④何も動かさない回転（1個）
　　　「（1）」
　　　　　　　計　60個
　　＊5次の交代群A，を視覚化したものと考えられる．
　　　1①はA，の共役類としては12個ずつ2つの類に分かれる．
　　　しかし（13524）ニ（12345）2などによりgiを変えるか変えないかに関しては1つの
　　　類になる．
下の図式にそって解くことを試みる．
S Ss
A5 ○
D
式
k
図
図式2
図式1の場合
　　　　う　g。ニ　H（x、－Xj）とおくと，　g。2はS，すべての元で不変であり，g。がA，のすべての
　　　ttJ＝1，iく’
　回転で不変である．
45
2．8、（xl，＿，　x、，ω，ζ），ζは1の原始5乗根とし「IIより」g12が1のすべての回転で不
変であるとする．
①このとき91は1の各々の回転で不変であるか，－9iに変わる．
　　91を不変に保つ回転全体と9sを一91に変える回転全体は1対1に対応する．す
　　なわちこの2つの集合の個数は同じである．
②また，このときg、を不変に保つ回転全体は1①のすべての回転を含むか，すべて
　含まないかのいずれかである．
　　　「正二十面体の対角線1→対角線2：（23）（45）
　　　対角線1→対角線3：（15）（34），対角線1→対角線4：（12）（54）
　　　対角線1→対角線5：（15）（23），対角線1→対角線6：（12）（34）」
　　1②，1③にっいても同様である．
「交差線1→交差線2．（12345），
交差線1→交差線4：（14253），
交差線1→交差線6：（142），
交差線1→交差線8：（235），
交差線1→交差線10：（135），
交差線1→交差線12：（13）（25），
交差線1→交差線14：（14）（25），
交差線1→交差線3
交差線1→交差線5
交差線1→交差線7
交差線1→交差線9
交差線1→交差線ll
交差線1→交差線13
交差線1→交差線15
（13524）
（15432）
（15）（34）
（12453）
（15342）
（354）
（12435）」
3．①2①より91を不変に保つ回転全体の個数は60÷2ニ30．
　　　2②より91を不変に保つ回転全体の組み合わせの可能性は次の8通り．
24十20十15十　1＝60，
24十15十　1：・＝40，
24十　1＝25，
15十1＝16，
24十20十　1＝45
20十15十1＝36
20十1＝　21
1
　　したがってg，2と91とをともに不変に保つことはできない．すなわち，g、2が60
　個すべての回転で不変であり，91がそのうちの30個の回転で不変であることはで
　きない．
②g13が60個すべての回転で不変であるとき，91を不変に保つ回転全体の個数は60
　÷3＝20．①よりこれもできない．
③giが60個すべての回転で不変であるとき，9Lを不変に保つ回転全体の個数は60
　÷5＝12．これもできない．
　　したがって91nが6・個の回転で不変であり，91が亘個の回転で不変であるよう
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　な式9i（XI，＿，　X．，ω，ζ）は存在しない．
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図式2の場合
　S，の共役類およびその元の個数は次の通り．
代表元 個数
（1） 1
（12） 10
（12）（34） 15
（123） 20
（123）（45） 20
（1234） 30
（12345） 24
4．①g。3と8。とをともに不変に保つ回転全体の個数は120÷3ニ40．
　　　これが可能なのは24＋15＋1＝40の組み合わせ，すなわちA，の類の組みわせで
　　ある．
②8、2が40個すべての回転で不変であるとき，91を不変に保つ回転全体の個数は40
　　÷2＝20．3①よりこれはできない．
③g，sが40個すべての回転で不変であるとき，91を不変に保つ回転全体の個数は40
　　÷5＝8．これもできない．
　　　したがって81nが40個の回転で不変であり，g，が亜個の回転で不変であるよう
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
　　な式91は存在しない．
　　　＊24＋15＋1＝40のA，の類の組み合わせは実際には部分群にならない．
5．g。5とg。とをともに不変に保つ回転全体の個数は120÷5＝24．3①よりこれはで
　きない．
　　以上によって5次方程式はべき根の積み重ねでは解けないことがわかる．
V，その後エルミートは，楕円モジュラー関数を用いて5次方程式が解けるという注目す
べき発見をした．「笠原氏の記事」
　またクラインは，5次方程式，楕円関数，および正20面体の回転を互いに結びつける
ことに成功した．「クラインの本」
　最後に，IIの部分が必要であるとの重大な指摘をいただいた高等科の上野正樹氏と，発
表の機会をあたえてくださった高等科紀要に深く感謝いたします．
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